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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

0 1
4 0
0 0 O

)

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 =4, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

L { dr+2=0
cloe
y:O

. Una base di Vo ¢ ((1,0,—4)%).

L’autospazio Vi relativo a Ay =4 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\1I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%, (0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)) .




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(e)=e, T(ex)=ex+es, T(es)=—e;+2es+2es3
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im 7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.
1 0 -1
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T ¢ |0 1 2 |
01 2

mentre le coordinate di e; + 3ea + 3es sono (1,3,3).

1 0 —1 1 0 -1 1
a) Poiché tk [0 1 2| =1k |0 1 2 3|, il vettore e; + 3es + 3es appartiene all’timmagine ImT .
01 2 o1 2 3
(1 0 —1] [z 0 2 =0
b) I sistema lineare omogeneo |0 1 2 | |y| = |0|, cioé { +2z_— 0
o1 2||z] |o yreE=
=t
ha come soluzioni { y=—2t (teR).
z=t

Una base di kerT ¢ dunque (e1 —2es + e3) .

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T mnon é iniettiva.



3. Fissato w = (1,0,1), sia F : R® — R? T’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W.

Poiché ITm F = Span{w} , per dimostrare che Im F' ¢ un autospazio, basta verificare che w ¢é un autovettore:
F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Poiché ker I # {0} (infatti dimker F = dimdomF — dimImF = 2 ), possiamo affermare che ker F' ¢
lUautospazio relativo all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo ker F' ¢ il complemento ortogonale dell’immagine Im F(= W) :
kerF={veR?:v-w=0} =Wt

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine ortogonale alla retta W ).
Considerata una base ortonormale (w1, ws) di ker F, una base ortonormale di R® formata da autovettori di

. w
Fe <||w||’W1’W2> |

Si osservi che Uapplicazione lineare F e un multiplo della proiezione ortogonale su W .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,eq,e3) la base canonica di R? , si ha

F(el)zlw, F’(ez)ZOW7 F(e3)=1W

1 0 1
La matrice che rappresenta F' rispetto la base canonica ¢ M = [0 0 0
1 01

Lo spazio ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque Im F = Span{(1,0,1)"}

a) Le radici del polinomio caratteristico
det[M — X] = —\?(\ —2)

sono gli autovalori A\g =2 e A\ =0.

T 0
L’autospazio Vg relativo a Ag = 2 ¢& lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—21I] |y| = [0] ,
Z | 0
cioé { 5:8: 0 . Una base di Vo ¢ ((1,0,1)"), dunque Vo = Span{(1,0,1)*} =Im F .
x [0
L’autospazio Vi relativo a Ay = 0 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo A |y| = |0]| , cioé
z 0

il nucleo di F' .

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



4. a) Risolvere il problema di Cauchy

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' + 5z’ =t .

c¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " + 5z’ = 50t — 3e5 .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea x' +5x' =0 ¢

zo(t)=Ae™ ™ +B  (A,BER).

5t

a) Una soluzione particolare dell’equazione x' + 5z’ = % puo essere cercata del tipo T(t) = ke®t .

La soluzioni generale dell’equazione risulta

1
z1(t) = Ae ™™ + B + %est (A,BeR),
quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

1 11
D= teBt gt st
ot) = —g5¢ " g5 T e°

b) Una soluzione particolare dell’equazione x” 4+ 5z’ =1t puo essere cercata del tipo ZT(t) = t(at +b) .
La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
zo(t) = Ae™™ + B + 1—0t2 ~ 55t (A,BE€R).

c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione " + 5x’ = 50t — 3e> ¢

3
x3(t) = Ae™™ + B + 5t* — 2t — %e‘r’t (A,B€R).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

2
0f,
000

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 = 3, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

. { 3x4+22=0
cloe
y=20

. Una base di Vo ¢ ((2,0,-3)").

L’autospazio Vi relativo a Ay = 3 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\1I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%,(0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)).




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(el) = e, T(eg) = 282 + 283 s T(eg) = —381 + 282 + 283
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' & iniettiva?

Soluzione.
1 0 -3
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T ¢ |0 2 2 |
0 2 2

mentre le coordinate di e; + 3ea + 3es sono (1,3,3).

1 0 -3 [1 0 -3 1
a) Poiché tk [0 2 2| =1k |0 2 2 3|, il vettore e; + 3es + 3es appartiene all’timmagine ImT .
0 2 2 0o 2 2 3
[1 0 -3] [« 0 r—32—0
b) Il sistema lineare omogeneo |0 2 2 | |y| = |0|, cioé { L __0 ,
0o 2 2||z] |o yrE=
=3t
ha come soluzioni { y=—t (teR).
z=t

Una base di kerT ¢ dunque (3e; — ez +e3).

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T non é iniettiva.



3. Fissato w = (2,0,1), sia F : R® — R? T’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W.

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:
F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,es,e3) la base canonica di R? , si ha

}7‘(81):2W7 F’(GQ)ZOW7 F(e3):lw

La matrice che rappresenta F rispetto la base canonica ¢ M =

N O
o O O
= O N

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:
F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l’autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



4. a) Risolvere il problema di Cauchy

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' — 5z’ =t .

c¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione 2’ — 5x’ = 50t + 3e > .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea z'" — 5z’ =0 ¢

zo(t) = A’ + B (A,BER).

a) Una soluzione particolare dell’equazione x" — 5z’ = e~5t puo essere cercata del tipo T(t) = ke 5! .

La soluzioni generale dell’equazione risulta
1
z1(t) = Ae® + B + %e_st (A,BeR),

quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

_ 3 s 1 L st
50 25 50°
b) Una soluzione particolare dell’equazione " — 5z’ =1t puo essere cercata del tipo ZT(t) = t(at +b) .

La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
t)=Ae’ + B— —t* — —t A,B€eR).
mat) =AM+ B - ot (A BER)
c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione x" — 5x’ = 50t + 3e~> ¢

3
x3(t) = Ae® + B — 5t% — 2t + %e_‘r’t (A,B€R).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

3
0f,
000

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 = 2, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

A { 204+ 32=0
cioe
y=0

. Una base di Vo ¢ ((3,0,—2)").

L’autospazio Vy relativo a Ay = 2 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\1I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%,(0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)).




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(ey)=e, T(ex)=ex+es3, T(e3)=3es —2e—2e;3
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im 7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.

-2
-2

Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T é

OO =
i)

mentre le coordinate di e; + 3ea + 3es sono (1,3,3).

1 0 3 [1 0 3 1
a) Poiché tk [0 1 —2| =1k |0 1 —2 3|, il vettore e; + 3es + 3es appartiene all’timmagine ImT .
0 1 -2 01 -2 3
[1 0 3 x 0
b) Il sistema lineare omogeneo |0 1 —=2| |y| = |0] , cioé { x—’__gi :8 ,
0o 1 -2||z] |o yoeE=
r=-—3t
ha come soluzioni { y=2t (t€R).

z=t
Una base di kerT ¢ dunque (—3e; + 2e3 + e3) .

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T non é iniettiva.



3. Fissato w = (2,0,2), sia F : R® — R? T’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W.

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:
F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,es,e3) la base canonica di R? , si ha

}7‘(81):2W7 F’(GQ)ZOW7 F(e3):2w

La matrice che rappresenta F rispetto la base canonica ¢ M =

= O
o O O
= O =

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:

F(w) = |wl||?w, dunque W ¢ lautospazio relativo all’autovalore \g = ||w||? .

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



1
4. a) Risolvere il problema di Cauchy 2'(0) = 1
1

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' — 4z’ =t .

¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " — 42’ = 32t + 3e %! .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea z'' —4x' =0 ¢

zo(t) = Ae* + B (A,BER).

4t

a) Una soluzione particolare dell’equazione x" — 4z’ = e™* puo essere cercata del tipo T(t) = ke .

La soluzioni generale dell’equazione risulta

1
z1(t) = Ae* + B + ie_“ (A,BeR),

quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

3 1 1
z(t) = —ett — —e 4,
32 16 32

b) Una soluzione particolare dell’equazione " — 4a’ =1t puo essere cercata del tipo Z(t) = t(at +b) .
La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
ro(t) = Ae* + B — —t* — —t (A,B€R).
8 16
c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione x" — 4x’ = 32t + 3e~* ¢

3
x3(t) = Ae* + B — 4% — 2t + ﬁe_“ (A,B€R).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

4
0f,
000

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 =1, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

L { r+42=0
cloe
y:O

. Una base di Vo ¢ ((4,0,-1)).

L’autospazio Vq relativo a Ay =1 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%, (0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)) .




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(ei)=e;, T(ex)=ex+es3, T(e3)=—2e +3ex+ 3e3
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im 7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.
1 0 -2
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T ¢ |0 1 3 |,
01 3
mentre le coordinate di e; + 3e3 + 3e3 sono (1,3,3) .
1 0 -2 1 0 -2 1
a) Poiché tk [0 1 3| =1k |0 1 3 3|, il vettore e; + 3es + 3es appartiene all’immagine ImT .
01 3 o 1r 3 3
(1 0 -2] [z 0
. . . r—22=0
b) Il sistema lineare omogeneo |0 1 3 y| = 10|, cioe { 13,—0 ¢
o1 3||z] |o yres=
=2t
ha come soluzioni { y= -3t (t€R).
z=t

Una base di kerT ¢ dunque (2e; — 3ez + e3) .

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T non é iniettiva.



3. Fissato w = (3,0,1), sia F : R® — R? T’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W.

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:
F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,es,e3) la base canonica di R? , si ha

F(el):?;w, F’(GQ)ZOW7 F(e3):lw

La matrice che rappresenta F rispetto la base canonica ¢ M =

w O ©
o O O
= O W

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:
F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l’autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



1
4. a) Risolvere il problema di Cauchy 2'(0) = 1
1

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' + 4z’ =t .

c¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " + 42’ = 32t — 3et .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea x'' +4x’ =0 ¢

zo(t)=Ae ™ +B  (A,BER).

4t

a) Una soluzione particolare dell’equazione x' + 4x' = e* puo essere cercata del tipo T(t) = ket .

La soluzioni generale dell’equazione risulta
1
z1(t) = Ae ™ + B + ﬁe‘lt (A,BeR),

quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

Lo 1 Loa
t)=—— S et
=5 Tt R
b) Una soluzione particolare dell’equazione x” 4+ 4a’ =1t puo essere cercata del tipo Z(t) = t(at +b) .

La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
z2(t) = Ae " + B + §t2 - 15! (A,BER).

c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione " + 4x' = 32t — 3e* ¢

3
x3(t) = Ae ™ + B +4t* — 2t — Ee“ (A,B€R).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

5
0f,
000

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 = 8, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

. { 8 +52=0
cioé
y=0

. Una base di Vo ¢ ((5,0,—8)").

L’autospazio Vi relativo a Ay = 8 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\1I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%,(0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)).




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(e) =ex+e3, T(ex)=e;, T(e3)=e;+2e+2e3
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im 7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.
0 1 1
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l’applicazione lineare T ¢ |1 0 2],
1 0 2

mentre le coordinate di e; + 3ea + 3es sono (1,3,3).

01 1 01 11
a) Poiché tk [1 0 2| =1k |1 0 2 3|, il vettore e; + 3es + 3es appartiene all’immagine Im7T .
1 0 2 1 0 2 3
0 1 1] |z 0 to—0
b) Il sistema lineare omogeneo |1 0 2| |y| = |0]| , cioé y B s
r+22=0
1 0 2| |z 0
=2t
ha come soluzioni { y=t (t€R).
z=—1

Una base di ker T ¢ dunque (2e1 + ez —e3).

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T non é iniettiva.



3. Fissato w = (1,07 \/5) ,sia F': R® — R3 P’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3,
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W .
Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:

F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,ez,e3) la base canonica di R3 , st ha
Fle)) =1w, F(es)=0w, F(e3)=v3w.

3
0
3

1
La matrice che rappresenta F' rispetto la base canonica ¢ M = | 0

V3

o O O

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:

F(w) = ||w|?w, dunque W ¢ lautospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



1

4. a) Risolvere il problema di Cauchy 2'(0) = 3
1

0) = =

#0) = ¢

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' + 3z’ =t .

c¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " + 32’ = 18t — 5e3 .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea x' +3x' =0 ¢

zo(t)=Ae 3 +B  (A,BER).

3t

a) Una soluzione particolare dell’equazione x' + 3z' = e3' puo essere cercata del tipo T(t) = ke3t .

La soluzioni generale dell’equazione risulta

1
z1(t) = Ae " + B + T8e3t (A,BeR),
quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

1 —3t ]‘ 1 3t
= —— I 1
o) =-ge gt e

b) Una soluzione particolare dell’equazione x” 4+ 32’ =1t puo essere cercata del tipo Z(t) = t(at +b) .
La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
zo(t) = Ae " + B + 6t2 -5t (A,B€R).

c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione " + 3z’ = 18t — 5e3t ¢

5
x3(t) = Ae ™ + B + 3t* — 2t — Ee‘r’t (A,B€R).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

0 6
7 0
0 0 0

)

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 =7, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

. { Tr+62=0
cioé
y=0

. Una base di Vo ¢ ((6,0,—7)").

L’autospazio Vi relativo a Ay =7 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%,(0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)).




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(el) =es +e;3 y T(eg) = e, T(eg) = 391 — 292 — 293
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im 7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.
01 3
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T ¢ |1 0 =2,
1 0 -2

mentre le coordinate di e; + 3ea + 3es sono (1,3,3).

01 3 0 1 3 1
a) Poiché tk [1 0 —2| =1k |1 0 =2 3|, i vettore e; + 3es + 3es appartiene all’timmagine ImT .
10 -2 10 -2 3
[0 1 3 T 0
b) Il sistema lineare omogeneo |1 0 —=2| |y| = |0] , cioé { Ztgz:g ,
1 0 —2| [z 0 o
=2t
ha come soluzioni { y= -3t (t€R).
z=t

Una base di kerT ¢ dunque (2e; — 3ez + e3) .

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T mnon é iniettiva.



3. Fissato w = (1,07 \/Q) ,sia F': R® — R3 P’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3,
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W .
Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:

F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,ez,e3) la base canonica di R3 , st ha
Fle)) =1w, F(es)=0w, F(e3)=v2w.

2
0
2

1
La matrice che rappresenta F' rispetto la base canonica ¢ M = | 0

V2

o O O

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:

F(w) = ||w|?w, dunque W ¢ lautospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



1

4. a) Risolvere il problema di Cauchy 2'(0) = 3
1

0) = =

#0) = ¢

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z'/ —3z’' =t .

¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " — 32’ = 18t + 5e 3t .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea z'" — 32z’ =0 ¢

zo(t) = A** + B (A,BER).

3t

a) Una soluzione particolare dell’equazione x" — 3z' = e™3' puo essere cercata del tipo T(t) = ket .

La soluzioni generale dell’equazione risulta
1
z1(t) = Ae* + B + Ee_gt (A,BeR),

quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

Lge 11 3
)= -3 — = 4 —
H) =5~ 5T e
b) Una soluzione particolare dell’equazione " — 32z’ =1t puo essere cercata del tipo ZT(t) = t(at +b) .

La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
$2(t)=Ae3t+B—6t2—§t (A,B€R).
c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione x" — 3z’ = 18t + 5e ™3t ¢

5
x3(t) = Ae®* + B — 3t% — 2t + Ee_m (A,B€R).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

0 7
6 0
0 0 0

)

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 = 6, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

. { 6rx+72=0
cioé
y=0

. Una base di Vo ¢ ((7,0,—6)").

L’autospazio Vy relativo a Ay =6 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\1I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%,(0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)).




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(el) — e +e3, T(eg) =e€1, T(eg) = 291 — 392 — 393
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im 7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.
01 2
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T ¢ |1 0 =3,
1 0 -3

mentre le coordinate di e; + 3ea + 3es sono (1,3,3).

01 2 0 1 2 1
a) Poiché tk [1 0 —=3| =1k |1 0 =3 3|, il vettore e; + 3es + 3es appartiene all’tmmagine ImT .
1 0 -3 1 0 -3 3
(0 1 2 T 0
b) Il sistema lineare omogeneo |1 0 —=3| |y| = |0] , cioé { Z—'—_?’;:g ,
11 0 =3 |z 0 o
=3t
ha come soluzioni { y=—2t (teR).
z=t

Una base di kerT ¢ dunque (3e; —2eq + e3) .

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T mnon é iniettiva.



3. Fissato w = (1,07 \/5) ,sia F': R® — R3 P’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3,
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W .
Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:

F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,ez,e3) la base canonica di R3 , st ha
Fle)) =1w, F(es)=0w, F(es)=vbw.

5
0
)

1
La matrice che rappresenta F' rispetto la base canonica ¢ M = | 0

V5

o O O

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:

F(w) = ||w|?w, dunque W ¢ lautospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



1
4. a) Risolvere il problema di Cauchy 2'(0) = 5
1

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' —2z' =t .

¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " — 22’ = 8t + 5e~2¢ .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea z'' —2x' =0 ¢

zo(t) = Ae** + B (A,BER).

a) Una soluzione particolare dell’equazione x" — 2z’ =e~2' puo essere cercata del tipo T(t) = ket .

La soluzioni generale dell’equazione risulta
1
z1(t) = Ae* + B+ ge_% (A,BeR),
quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

3 1 1
I:C(t) = §e2t — Z + §672t .

b) Una soluzione particolare dell’equazione " — 22’ =1t puo essere cercata del tipo ZT(t) = t(at +b) .
La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
x2(t):Ath+B_Zt2_Zt (A,B€R).

c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione " — 21" = 8t + 5e~2t ¢

5
r3(t) = Ae* + B —2t* — 2t + ée—% (A,BER).
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e Ogni risposta dev’essere giustificata. Gli esercizi vanno svolti su questi fogli, nello spazio sotto il
testo e, in caso di necessita, sul retro. I fogli di brutta non devono essere consegnati. Durante la prova

non & consentito 1’uso di libri, quaderni, calcolatrici e telefoni.

1. Data la matrice A =

8
0f,
000

a) verificare che A ¢& diagonalizzabile;

b) determinare una matrice che diagonalizza A .

Soluzione.

a) Gli autovalori della matrice triangolare A sono:

Ao = 0, autovalore semplice e quindi regolare;

A1 =5, autovalore doppio con molteplicita geometrica 3 — rk[A — A\ 1] = 2, quindi regolare.

Tutti gli autovalori di A sono reali e regolari, quindi A é diagonalizzabile.

b) L’autospazio Vo relativo a A\g = 0 & lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—XoI|

. { 52z +82=0
cioé
y=0

. Una base di Vo ¢ ((8,0,—5)").

L’autospazio Vi relativo a Ay =5 ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo [A—M\I]

cio¢ z=0. Una base di V7 ¢ ((1,0,0)%,(0,1

1
Una delle matrici che diagonalizzano A € |0
0

0)).




2. Sia T :R3 — R3 P'applicazione lineare definita da:
T(el) = 282 + 283 y T(eg) = —€e1, T(eg) =€e] — 492 — 493
dove (ep,eq,e3) ¢ la base canonica di R3.

a) Stabilire se il vettore e; 4+ 3es + 3e; appartiene alllimmagine Im7T .

b) Trovare una base del nucleo kerT . L’applicazione lineare T' ¢ iniettiva?

Soluzione.
0 -1 1
Rispetto alla base data, la matrice che rappresenta l'applicazione lineare T ¢ |2 0 —4],
2 0 —4
mentre le coordinate di e; + 3ez + 3e3 sono (1,3,3).
0 -1 1 0 -1 1 1
a) Poiché tk [2 0 —4| =1k |2 0 —4 3|, il vettore e; + 3ex + 3es appartiene all’immagine ImT .
2 0 -4 2 0 —4 3
0 -1 1 x 0 =0
b) Il sistema lineare omogeneo |2 0 —4| [y| = [0] , cioé y B ,
r—22=0
2 0 —4] |z 0
=2t
ha come soluzioni { y=t (t€R).
z=t

Una base di kerT ¢ dunque (2e1 + ez +e3).

Poiché dimkerT =1 # 0, l'applicazione lineare T mnon é iniettiva.



3. Fissato w = (1,07 \/6) ,sia F': R® — R3 P’applicazione lineare cosi definita: per ogni v € R3,
Fv)=(v-w)w
(dove v -w denota il prodotto scalare standard in R?).

a) Dimostrare che 'immagine Im F' e il nucleo ker F' sono autospazi di F' e trovare i corrispondenti autovalori.

b) Stabilire se esiste una base ortonormale di R? formata da autovettori di F .

Soluzione, primo metodo.

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .
a) Per ogni v € R3 | l'immagine F(v) ¢ un multiplo scalare (non sempre nullo) del vettore w , dunque
ImF =W .
Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢ un autovettore:

F(w) = ||w||?w, dunque W ¢ l'autospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' ¢ ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) Il nucleo e l’immagine di F sono sottospazi ortogonali, infatti:
ImF =W, kaeF={veR}:v.-w=0}=W"

(cioé ker F' ¢ il piano per lorigine la cui direzione ortogonale ¢ individuata da w ).

Considerata una base ortogonale (wi,ws) di ker F', una base ortonormale di R® formata da autovettori di
F si ottiene normalizzando (w, w1, wa) .

Soluzione, secondo metodo.

Detta C = (e1,ez,e3) la base canonica di R3 , st ha
Fle)) =1w, F(es)=0w, F(e3)=v6w.

6
0
6

1
La matrice che rappresenta F' rispetto la base canonica ¢ M = | 0

V6

o O O

Indichiamo con W lo spazio generato dal vettore w .

a) ImF ¢ generato dalle colonne di M , dunque
ImF =W .

Per mostrare che lo spazio unidimensionale W ¢ un autospazio, basta ora verificare che w ¢é un autovettore:

F(w) = ||w|?w, dunque W ¢ lautospazio relativo all’autovalore Ao = ||w||?.

Osservato che dimker F' = dimdomF —dim ImF = 2 # 0, possiamo affermare che ker F' é ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 0.

b) M ¢ simmetrica e quindi, per il teorema spettrale, esiste una base ortonormale di R® formata da autovettori
di F.



1
4. a) Risolvere il problema di Cauchy 2'(0) = 5
1

b) Determinare la soluzione generale dell’equazione z' + 2z’ =t .

c¢) Determinare la soluzione generale dell’equazione " + 22’ = 8t — 5e?! .

Soluzione. La soluzione generale dell’omogenea x'' +2x' =0 ¢

zo(t)=Ae"* +B  (A,BER).

2t

a) Una soluzione particolare dell’equazione x" + 2z’ = e?' puo essere cercata del tipo T(t) = ke?" .

La soluzioni generale dell’equazione risulta
1
zi(t) = Ae™® + B+ gezt (A,BeR),
quindi l'unica soluzione del problema di Cauchy é

1 1 1
I(t) = 7§672t —+ Z + gezt .

b) Una soluzione particolare dell’equazione x” 4+ 22’ =1t puo essere cercata del tipo Z(t) = t(at +b) .
La soluzioni generale dell’equazione risulta

1 1
zo(t) = Ae™*" + B + Zt2 -1t (A,B€R).

c) Per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione " + 2x' = 8t — 5e?t ¢

5
z3(t) = Ae™ " + B+ 2t — 2t — gth (A,BER).



